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Osservazioni sul Moto Iperbolico 


Riassunto. Viene calcolato il moto relativistico uniformemente accelerato così come il 
suo tempo propio. Poi questi risultati vengono applicati per risolvere una serie dì problemi 
quali il tempo per raggiungere il centro della galassia e il paradosso dei gemelli. 

Si. Introduzione. 


Nella meccanica classica, il moto rettilineo uniformemente accelerato con velocità in¬ 
iziale nulla, viene calcolato con la nota formula: x = wt 2 / 2, dove v = wt, essendo x lo 
spazio, v la velocità e w l’accelerazione. 

Con l’avvento del principio di relatività einsteniano, questo moto viene sostanzialmente 
modificato, e risulta da una conseguenza, delle trasformazioni di Lorentz: 

z 1 , t 

che ci forniscono le coordinate di un sistema di riferimento fisso (x, y , z, t) in funzione di un 
sistema di riferimento in movimento (x 1 , y' , z', t') con velocità V, essendo c la velocità della 
luce nel vuoto (pari a 2,99792458 • IO 10 cm/s). 

Nella meccanica relativistica, lo spazio di dominio, non è euclideo, ma di Minkowski, 
dove i punti sono chiamati eventi. Un raggio vettore quadridimensionale nello spazio 
quadridimensionale ha come componenti: 

x° = et, x l = x, x 2 = y, x 3 = z. 


x' + Vt' 


x = 


1 - 


V 2 


y = y , z = 



La distanza tra due eventi infinitesimi, ds, viene chiamata intervallo ed è definita da: 

d-s = \J c 2 dt 2 — dx 2 — dry 1 — dz 2 , 

che è invariante per le trasformazione di Lorentz, mentre il moto di un punto materiale è 
rappresentato, nello spazio di Minkowski, da una curva che viene chiamata linea d'universo. 

Più in generale, un quadrivettore (4-vettore) A 1 è una grandezza quadridimensionale 
le cui componenti A 0 , A 1 , A 2 e A 4 , si trasformano come le componenti di un raggio vettore. 
Le trasformazioni di Lorentz ci forniscono le coordinate delle quantità fisse in funzione di 
quelle in moto, cioè: 


71° = j(A'° + /3A' 1 ), A 1 = j(A n + /L4'°), A 2 = A' 2 , A 3 = A' 3 (1) 
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dove 


/3 = v/c , 7 1//2 = 1 — /3 2 . 

e quelle inverse, cioè A n in funzione di A 1 , si ottengono sostituendo il segno + col segno —, 
nelle due prime equazioni: 

Per comodità di scrittura si introducono le componenti controvarianti A 1 e covarianti 
Ai, definite da, 

A° = A 0 , A 1 = -Ai, A 2 = -A 2 , A 3 = -A3, 
e il quadrato del modulo del quadri vettore, A*, è la grandezza, 

3 

A% = J2 ÀAi = A°A 0 + A 1 A 1 + A 2 A 2 + A 3 A 3 , 

i =0 

che è una grandezza (4-scalare) invariante per le trasformazioni di Lorentz. 

Ora possiamo definire la (4-velocità): 


dove ds è l’intervallo tra cui calcolare la velocità. 


Ricordando la nozione di tempo propio (o locale) dr: 

dt' = dr = 7 ~ 1 dt. = —, 
c 

dove V è la velocità tra il sistema “immobile” (dx = dy = dz = 0) è quello in movimento. 
Poi come, 


allora, 


u 


dx° 

ds 


jcdt 1 dx 1 

“ = ~ds 


7 dx 7 

—v = ~ v - 

cdt c 


dx 1 dx 1 v 

“ =u = ^ìt = (i ’ 1 -c ) 


dove v è la tradizionale velocità tridimensionale. Analogamente la 4-accelerazione, w l , è, 


i du l du l 
ds cdr 

Allora come dxidx 1 = ds 2 , abbiamo 

u l Ui = 1 ( 2 ) 

e derivando 

UiW 1 = 0 (3) 

che mostra che i quadrivettori velocità è accelerazione sono ortogonali. 
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2. Il moto iperbolico. 


Siamo ora in grado di risolvere il 

Problema . Determinare il moto relativistico uniformemente accelerato, cioè un moto 
rettilineo nel corso del quale l’accelerazione w resta costante nel propio sistema di riferi¬ 
mento (ad ogni istante). 

Soluzione . Denotiamo come al solito con K, il sistema di riferimento immobile e con 
K' quello solidale con il corpo, con accelerazione w e velocità iniziale v = 0. 

Come prima cosa, vediamo le componenti della 4-accelerazione, w n = (0, w/c, 0,0), in 
K'. 


Essendo la velocità iniziale tridimensionale v nulla, allora v = (0,0,0). Poi per 
l’equazione (2), u = e i = (1,0,0,0), e pertanto dall’equazione (3), segue: 

0 = Uìw' 1 = e a ■ w' 1 = w'°. 

Inoltre, 

n du 1 d(y/c) w 

ds cdt c 2 

essendo w l’accelerazione tridimensionale ordinaria, lungo l’asse x\ l’unico asse dove c’è 
movimento. E pertanto, w' 2 = w' 3 = 0 . 


Poi: 

w n w' i = —w 2 /c 4 . (4) 

che è costante per ipotesi. 

La condizione precedente, (4), è la relazione invariante nei sistemi di riferimento K e 


Verifichiamo (4) in K. Allora dalle equazioni (1), 


w° = 7 (u/° + (3w n ) = 'jPw 11 =7/3^- 

c z 

w 1 = 7 (w rl + /3w '°) = 7 w' 1 = 7-^7 

c z 


Poi in K , 


7 n 1 2 r, 2 u ’ 2 2 w2 W 2 2 \ 2 

w Wi = w°w 0 + w 1 w 1 = 7 (3 —r ~ 7 —r = - P 2 ) 



( 5 ) 


come doveva essere. 
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Da (5) segue anche, 


d ,1 v d 7 

“ cdt { c Vx) ■ cdt { c Vx 
-1 /d , \ 2 


c 4 V di 


da cui, 


d di v 

dt M = 5 I 7^? 


dove v = v x , è la velocità lungo l’asse delle x e la relativa accelerazione. 


Risolvendo l’ultima equazione differenziale otteniamo 


= wt + C (C costante). 


Ponendo u(0) = 0, C = 0, segue, 


Elevando poi al quadrato, 


= wt. 


2 j.2 

wt = 


1 1 - 


1 - 4 ’ wH 2 


1 1 

V 2 c 2 


1 1 1 


w 2 t 2 c 2 


v 2 w 2 t 2 c 2 ’ w 2 t 2 + c 2 14 - w2 t 2 


v = —x = 
dt 


Integrando questa equazione differenziale e imponendo x(0) = 0, si ottiene 


/0 Jl + 


Introducendo la variabile u, tale che, 


wt\ 2 u ’ 2 w 2 

— = u , 2 —tot = 2udu, -z-tdt. = udu , 

c / c 2 c 2 
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si ottiene, 



r cu/w udu f ctane/w tan editane) 


io 


\fl + U 2 


sec 9 


tan 6/w 


tan 9 sec 9d{9) = — sec 9 + C 
w 



Se x((ì) = 0, allora 0 
accelerato è: 


(c 2 /w)( 1 + C), da cui C = —1 e il moto relativistico uniformemente 



( 7 ) 


Qui notiamo che se wt <C c in (6), otteniamo la nota formula in meccanica classica 


v = wt. 

e da (7) e da Vi + x 2 = 1 + (l/2)x 2 + 0(x 4 ), 


1 c 2 w 2 t 2 1 


x = - 


= -wtr 


2 w c 2 2 


( 6 ') 


(70 


Infine se tcf —> oo, la velocità in (6), 


v = 


c. 


_i_LÌ 

u‘ 2 t 2 ^ 


Il tempo propio r di una particella animata da un moto uniformemente accelerato è dato 
da 

r* dt t 


T = 


Infatti da (6), 


lo 7 J o 


2+2 


1 - —r dt = 
C Z 


dt 


0 \/l + 


1 TT = 1- 


w z t. 


C 2 (1 + 

Con wt/c = rt, ( w/c)dt. = du, si ha: 

[ l dt 


= 1 - 


w z t 


2+2 


c 2 + c 2 + w 2 t. 2 1 + ' 


du 


T = 


| wH* W J o v/l + u 2 ’ 


Poi se u = senhz, du = costi zdz, Vi + w 2 = V 1 + senh 2 z = coshz, allora per l’integrale 
indefinita, abbiamo, 


/ 


du 

Vi + u 2 


s 


dz = z + C = Arcsenhu + C. 



Quindi, 


r = — Arcsenh (—) 
w \ c / 


c . , / wt\ c 


= —Arcsenh 
w 


i = - ti ^ + Ji+( wt 

c 


( 8 ) 


i 0 ni \ c J w ' c V V c 

Al limite per t —» oo, risulta, rct/c = 1/2 exp(wr/c) e prendendo logaritmo 

c 1 \o wt \ 
t = — m 2—|, 

w; c 

allora il tempo propio cresce quando t —> oo, più lentamente di t e precisamente cresce con 
l’ordine logaritmico. * 


Poi come da (7), abbiamo 


w x 


2 +2 


+ 1 — 1 + 


w z t 


w 2 ( c 2x 2 

x H- 

w 


= 1 + 


w 2 t 2 


da cui segue, 


x + 


w 


~ (et ) 2 = 


rtr 


(9) 


che è una iperbole nel piano x, et e da qui il nome di moto iperbolico. Se poi si risolve per 
t, allora otteniamo 

/ x 2 2 x x , . 

t=\- + — io 

V r w c 

che utilizzaremo nei calcoli della sezione seguente. 

§3. Trasformazione della velocità. 


Supponiamo ancora una volta che il sistema K’ si muova relativamente al sistema K, 
con velocità V, lungo l’asse x. 


Poi, 


v x = dx/dt 


Poi, 


dx = 


dx/ + Vt' 


i - K 
1 ^2 


, dy = di /, dz = dz ', dt = 


dt' + Kx' 


1 - 


v 2 


Dividendo le prime tre uguaglianze per la quarta ed introducendo le velocit abbiamo, 


* segue anche da (8) notando che Vi + u 2 = O(u). 
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v = dr/dt v' = dr'/dt 


Poi, nel caso in cui la particella abbia, v x = v y = 0, troviamo, 


v = 


v' + V 

i c z 


4. Applicazioni. 


1. Viaggio verso il centro della galassia. 

Calcolare il tempo propio misurato dagli occupanti di un razzo che viaggia dalla Terra 
verso il centro della Galassia, percorrendo una distanza di ~ 30.000 anni luce. Si assuma che 
per metà viaggio l’astronave abbia una accelerazione g = (9.80665cm/s 2 ) e per la seconda 
parte del viaggio l’atronave abbia una decelerazione —g. 

Soluzione. 


Utilizzando (10), per la prima metà del viaggio il tempo è t — f = 15.000 anni luce. Poi 
per la riversibilità del moto, il tempo nella seconda metà del viaggio il tempo è esattamente 
lo stesso, cioè 15.000 anni. Ora da (8), 


r 

2 


c w t 2,99792458 x IO 10 „ , .9,80665 x 1,5 x IO 4 7n 

—Arcsenh — =- Arcsenhl --— ---—3,155692608 x 10 

w c 9,80665 v 2,99792458 x IO 10 ' 


= 10,01748405685246 anni. 


Pertanto la soluzione* è: r = 20,03496811370492 anni. 


2. Il Consumo della massa in un viaggio verso il centro della galassia. 

Quale frazione della massa iniziale del razzo può essersi consumata nel viaggio del problema 
precedente ?. Si assuma che il razzo converta la massa restante in radiazioni, che vengoo 
espulse con una efficienza del 100%. 


Soluzione. 


Una radiazione luminosa monocromatica di frequenza v è costituita da un certo numero di 
enti, detti fotoni, aventi tutti una certa energia E, ed uno stesso impulso , p, legato alla loro 
energia dalla relazione 



c 


* con 14 cifre decimali 
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dove c è la velocità della luce. Poi dalla legge di Einstein su l’effetto fotoelettrico ** 


E = hv, 


(h è la costante di Planck) abbiamo, 


Tiu m 

P — Prad — — 

C C 


dove l’ultima segue per definizione d’impulso. Se deriviamo con rispetto a r, il tempo 
propio, allora 

dprad _ c dm 

dr dr 

D’altra parte, dalla meccanica relativistica, abbiamo, 


dp 

— = mw 
dr 


Poi uguagliando, otteniamo l’equazione differenziabile, 


mw 

dm 

dr 


dm 

--dr. 


Se misuraimo il tempo in anni, 1 anno ~ — sec, allora, 



dm 

dr 


r(in anni ) 


Poi, 


, rn 0 

In- = r, 

m 


m = m$e 


Valutando per l’esercizio precedente, 


m = mo ■ e 10 anni « 5.54 x 10 5 mo- 

Insomma, perché il razzo possa raggiungere il centro della galassia, il motore del razzo deve 
trovare una sorgente di energia all’esterno. 


3. Il Paradosso dei gemelli. 


a. Mostri che tra tutte le linee d’universo collegando gli eventi A e B, quella con la 
più lunga variazione di tempo propio e quella senza accelerazione. 


Soluzione. 


** che le valse in nobel 



Per risolvere il problema bisogna verificare che, 


t(w ) < lini t(w) = lini — Ini—- + 

11)^0 io—► 0 W C 




Il nostro limite è del tipo 0/0. Poi se denotiamo con, 


f(w) = c In | — + 
c 



g(w) = w 


abbiamo, 


t _1 Zi / w t \2\ — 1/2 # o w t t 

lim f'{w) = c lini ■£-^- ' / ' = t, 

—° —0 ^ + ^1 + ( 2 * 1 ) 2 ) 

lini g'(vi) = 1 

w^O 


Pertanto come, 


r + 

lini = t, 

w ^o g'(w) 


lim 


/ O) 

0 c/(u;) 


= t. 


abbiamo la tesi. 


b. Uno dei gemelli sceglie di spostarsi ad A a B sulla linea d’universo senza acceler¬ 
azione. Mostri che l’altro gemello, con una appropiata scelta di accelerazioni, può 
andare da , A a B in un tempo propio piccolo, arbitrariamente prefissato. 


Soluzione. 


Questo è evidente dalla parte a. e dalla definizione di limite. 

c. Se il secondo gemello preferisce vivere in confort, con una accelerazione sempre 
inferiore a una gravità terrestre, g. Quale è il minore intervallo di tempo propio 
tra gli eventi A e Ì3 ?. Esprema la risposta in termini di g e del intervallo A t 
misurato dall’altro gemello senza accelerazione. 

Soluzione. 


Come dalla parte a., il tempo propio del primo gemello (senza accelerazione) è un 
tempo tridimensionale t, allora la soluzione è: 

—Arcsenhl — ). 

9 c 


d. Vediamo alcuni esempi interessanti. 

Il problema 1, ci conferma le nozioni note sulla teoria della relatività e sul paradosso 
dei gemelli. Infatti, se tra due gemelli, uno resta sulla Terra, con una accelerazione 
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non superiore a una gravità terrestre g , e l’altro parte per il centro della Galassia, 
allora alla conclusione del viaggio, il primo gemello è (r — t) anni più vecchio di quello 
che ha realizzato il viaggio, dove r si calcola da (8), essendo w l’accelerazione con 
cui si muove, dove la velocità v deve essere non inferiore alla seconda velocità cosmica, 
V 2 = 11, 2Km/s, minima indispensabile per lasciare la gravità terrestre, dove si utilizza 
(10) per calcolare il tempo t. 

Ma dal problemma (2), vediamo che questo viaggio, non è possibile per distanze molto 
lunghe, perché fino ad oggi, i razzi, creano l’energia per spostarsi, e non la ottengono 
dall’esterno. 


Pertanto un viaggio fattibile, ad esempio è quello lunare. Chiediamoci, quanti secondi 
riesce a guadagnare con rispetto a noi sulla terra, un astronauta, al suo atteraggio sulla 
luna. 


La nostra x = 3,844 x IO 5 Km = distanza Terra-Luna (dai centri). Poi, da (10), 


t= \/( 


3,844 x 10 5 ^ i n 3, 844 x IO 5 


+ 2 - 


3 x IO 5 ' 3 x IO 5 

= 506,2295040352494s 

dove abbiamo supposto che l’accelerazione sia di 3 Km/s 2 . Poi, 

2,99792458 • IO 10 , , 506, 2295040352494 , on ^ ooooor , 1 on 

r = —- Arsenh(3 -—-- T7 r-) = 506,227338889189 

3 v 2,99792458• IO 10 ' 

Così, l’astronauta al suo arrivo sulla luna è più giovani di tutti noi di, 

t - t = 0,002165146060349-s. 


Sono questi risultati validi sulla terra ?. 

Se prendiamo x = IO 3 Km, g = 9,80665 m/s, allora otteniamo, 
t - t = 1, 742051836117753 x 10“ 8 s. 


Insonmia, per poter sentire il tempo propio dobbiamo, sentire accelerazioni spaziali. 

Calcolare con 40 cifre decimali, il r anteriore equivale a confrontare con l’esperienza 
che sulla Terra il tempo propio, non è percepibile. È non lo è nella stessa misura in cui la 
meccanica classica ha dominato la nostra coscienza dai tempi di Newton, fino a l’inizio di 
questo secolo. 

La teoria della relatività ci mostra quale un miscroscopio quello che i nostri sensi 
intuiscono ma non percepiscono la realtà. 

Giovanni Orlando. 
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